42 ESO ACADEMICAS — UNIDAD 3.- ECUACIONES Y SISTEMAS PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

1.- ECUACIONES POLINOMICAS

Repaso: ecuaciones de primer grado o lineales. Son ecuaciones donde la incégnita esta elevadaa ly
se pueden escribir de la forma ax = b. Por ejemplo, la ecuacidén 2x = 3 es de primer grado.

St al resolver la ecuacién se llega a una identidad, por ejemplo 0 = 0, entonces la ecuacidn es una
identidad y cualquier niUmero es solucion.

St se llegara a una contradiccion, por ejemplo 0 = 3, entonces la ecuacion es incompatible, es decir
no tiene solucion.

Repaso: ecuaciones de 2° grado. Son aquellas en las que la incégnita esta elevada al cuadrado.
Se pueden escribir de la forma ax’ + bx + ¢ = 0, cona # 0.
_ —b++b%-4ac

2a

Para resolver ecuaciones de 2° grado podemos usar la formula |x

_-bx\D

La expresién D = b?—4ac se llama discriminante de la ecuacién. La férmula es |x >
a

SiD > 0 la ecuaciédn tiene 2 soluciones, porque la raiz cuadrada nos da un n° positivo
SiD = 0 la ecuacion tiene 1 solucidn (doble), porque la raiz cuadrada nos da cero

SiD < 0 la ecuacion no tiene solucion, porque no existe la raiz cuadrada de un nimero negativo.

2 1
—b+JD 3325 35 T4 2
; 2 _9 = D=b"—dac=3"-42,(-2)=25>0 = = =
Ejemplo. 2x* + 3x -2 =0 — ac (-2)=25>0=x 2a 27 1 3
X=—=-2
4
Cuando la ecuacién de 2° grado es incompleta conviene resolverla sin usar la férmula.
- Si falta el término de x se despeja x? y se halla la raiz cuadrada:
ax?+c=0— x2= % x=iJE.5émp/a64—25x2=O — X = i,/% Sx=+ 8
a a 25 5
- Si falta el término independiente se saca factor comun x:
x=0
2 — _ x=0 _
ax‘+bx=0 — x(ax+b)=0 — [ax+b:O — {X:_b
a
; 2 x=0 x=0
Eemplo. 22 +x =0 — x2x+1)=0 — [2x+1:0 BN X:—71
Hay veces en que tenemos que aplicar propiedades, realizar operaciones o reducir a comuin
denominador para llegar a una ecuacién de primer o 2° grado.
Ejemplos.
1) 12 _ -14
2-3x 2x+3
Resolucion: Usando que los productos cruzados deben ser iguales:
12(2x + 3) = -14(2-3x) > 24x + 36 = =28 + 42x —> 64 = 18x — x:%:%
2) E_S(X—l) :1_x+1
4 6 12
Resolucign: X - X =2 L x+1_ 3x 10x=10 12 x+1_ 3 @ 104410-12-x-1= —6x=1=|x=—
4 6 1 12 12 12 12 12
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3)3(x + 2%+ (x + 1)(x—1) = 3x(x = 5) + 11
Resolucién: 3(x2+4x+4)+x2—1=3x2—15x+11:>3x2+12x+12+x2—1—3x2+15x—11:0

x=0
x2+27x=0:>x(x+27):0:>

(2x -1  (3x+2)* 1+5x-4x° L
2 3 a 4
Resolucion: Podemos multiplicar la ecuacion por el mem de los denominadores, que es 12:

12 2 A2
12X g5 (X ; 27 _qp 1t 5X4 X 12x= 6(2x—1) — 4(3x + 2 = 3(L+5x — 4x%) —12x
Llegamos a una ecuacién que es del tipo del ejemplo 3. Resolviéndola obtenemos x = _7—153

iCompruébalo!

Repaso. ecuaciones factorizadas. Son ecuaciones que vienen expresadas como un producto de
factores igual a cero, es decir son de la forma p(x) . q(x). .... = 0. Para resolver este tipo de ecuaciones
se iguala a cero cada factor y luego se resuelven las ecuaciones que resulten.

[2x=0 - x=0

5
(3x-5° =0 — 3x-5=0 — x=7

Eemplo: 2x(3x —5)%(x + )(x2 + 9) =0
x+1=0 —» x=-1

_x2 +9=0 —> x*=-9 (no tiene solucidn)

Repaso. ecuaciones de grado superior a dos. Son aquellas de la forma p(x) = 0, stendo p(x) un
polinomio de grado mayor que 2. Para resolverlas se factoriza el polinomio hasta obtener al menos
factores de grado menor o igual que dos, quedando entonces una ecuacion factorizada.

Ejemplo:
4 -8 5 -1
X4 -8x° +5x-1)=0=1[d 4 4 1 =x(x-1)@x*-4x+1)=0
4x* - 8x3 + 5x2=x =0 ‘4 -4 1 [0

_l’_
x=0| ; x—l=0:> ;4x2—4x+1=0:>x:%:> x:%

Ecuaciones bicuadradas

2
) ) . t=x
Son ecuaciones del tipo ax? + bx2 + ¢ = 0. Para resolverlas se hace el cambio: |:t2 —

Sustituyendo nos queda la ecuacién de 2° grado at? + bt + ¢ = 0.

Resolvemos la ecuacion y obtenemos el valor de “t”

u_,n

Después calculamos “x" usando que t = x°.

Ejemplo.
4 2
t=x’ :i X2 == =+ =
9x4+5x2—4=0—>Lz:X4—>9t2+5t—4=0—>t 9 o © 95X 3
t=-1 |x2=-1 |x=+vJ-1(N)
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|ACTIVIDADES|

1.- Una pequefia empresa de venta de videojuegos se mantiene abierta durante siete meses.

Los resultados de sus ingresos y de sus gastos en este periodo de tiempo vienen dados por

I(x) =2x + 1  G(x) = x> —4x + 6 donde x es el nUmero de meses que la empresa lleva operativa.
¢En qué meses los ingresos son iguales que los gastos?

2.- Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas:
a)x*-256=0 b)x*-29%+100=0 <) 9x*+23x? = 12

Actividades del libro. 49, 50, 51y 52 (pag. 70)

2.- ECUACIONES RACIONALES Y CON RADICALES

Ecuaciones racionales
Son ecuaciones que llevan la incégnita x en el denominador.

Para resolver este tipo de ecuaciones tenemos que tener en cuenta que los numeradores algebraicos,
al igual que los numéricos, se suprimen multiplicando por su minimo comun multiplo (o el producto
de todos ellos). De esta forma se llega a una ecuacién polindmica o racional.
En este tipo de ecuaciones es necesario comprobar que los valores obtenidos de la incognita
cumplen la ecuacién inicial, pues puede aparecer alguna solucién “extrafia” que anule algun
denominador.

Ejemplos.
x+1 4x+12
x-1 3x+3
(X+1)(3x+3) = (x-1)(4x+12) = 3x% +6x+3=4x* +8x-12=>x* +2x-15=0=x=3,x=-5
Soluciones validas ambas porque no anulan el denominador

1)

x—-4 2 x-4 2 _ 0
X(X—=5) (x+5)(x-5)

El MCM de los denominadores es: x(x + 5)(x — 5)

x—4 2
X(X +5)(x _5)(x(x ~5)  (x+5)(x-5)

=0j S5 X=H(x+5-2x=0

x = 5 (solucidon no valida, porque anula el denominador)

X¥-x-20=0 — L
X = —4 (solucion valida)

3) Dos obreros, trabajando juntos, tardan 15 horas en hacer una zanja. Trabajando por separado, uno
de ellos emplearia 16 horas mas que el otro. ;Cuanto tardara cada uno solo?

Resolucion. tiempo que tarda el mas rapido: x  tiempo que tarda el mas rapido: x + 16

St los dos tardan 15 h, en 1h hacen 11—5 de todo el trabajo, luego como el trabajo que hace en 1 h el

primero mas el que hace en 1 h el 2° es igual al que hacen los dos en 1 h: 1+ 1 1

x x+16 15

Resolviendo la ecuacién como en el ejemplo 2) obtenemos x = 24, x =-10 (no valida).

Por tanto el primero tarda 24 hy el 2° 40 h
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Ecuaciones con radicales
Son ecuaciones que llevan la incdégnita x dentro de alguna raiz.
Para resolver este tipo de ecuaciones se siguen los siguientes pasos:

1. Se deja en uno de los miembros un solo radical, trasladando al otro miembro los demas términos.

2. Se elevan al cuadrado, al cubo, etc (depende del indice de la raiz involucrada) los dos miembros de
la ecuacion y se resuelve la ecuacion obtenida.

En este tipo de ecuaciones es necesario comprobar que los valores obtenidos de la incognita

cumplen la ecuacién inicial, pues puede aparecer alguna solucién “extrafia” que haga que no se
cumpla la ecuacién inicial.

Ejemplos.

2
2 2 2
1) ox" -2 3:[ oX ZJ :32:5X2_2:9:>5X2—2218:>X2=4:>X=i2

2 2
Comprobacion de las soluciones:

2 —
X=2- 5'22 2 =3=./9 =3 Cierto . Luego, x = 2 es una solucién valida

— 2 f—
X=-2- ,/% =3=+/9 =3 Cierto . Luego, x = -2 es una solucién valida

2) I3 +6x2 +5x+8 = x+2
Elevando al cubo los dos miembros obtenemos x3 +6x2 + 5x +8 = (x + 2)3

Desarrollando y simplificando se obtiene la solucién x = 0 jCompruébalo! . Solucién valida porque
verifica la ecuacion: 0% + 6.0 +5.0+8 =0+2 = 8 =2 (cierto)

2
3) x=V25-x* =1 — x-1=v25-x> — (x—1)2=(\/25—x2) > X2-2x+1=25-%2
x=4

2x2-2x-24=0 — x2-x-12=0 »{ 3
X = —

Comprobacion de las soluciones:
X=4—>4-25-42 =1 > 4-3=1- 1=1.Cierto. Luego, x = 4 es una solucién vélida

X=-3—> -3-425-(-3%2 =1 > -3-4 =1— -7 = 1. Falso. Luego, x = =3 NO es una solucién valida

|ACTIVIDADES|

1.- Dos grifos tardan en llenar un depdsito 12 minutos. El primero solo tarda en llenar el depésito 10
minutos menos que el segundo. ;Cuanto tardaria cada grifo en llenar el deposito?

2.- Resuelve la ecuacidon 3/x3 +3x2 =x+1

Actividades del libro: 8, 9 (pag. 58), 12 (pag. 59), 55y 56 (pag. 70)
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3.- ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

- Las ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la incdgnita esta en el exponente.

El método de resolucidn consiste en conseguir una igualdad de exponenciales con la misma base
para poder igualar los exponentes, es decir, podemos usar la equivalencia @X=a’' & X = Y‘

Para conseguir igualdades como la anterior, algunas veces tendremos que factorizar los numeros y
expresarlos en forma de potencias, aplicar las propiedades de las potencias y escribir las raices como
potencias.

Ejemplos
1
1) 221 34
N 2¢ 3 22 -1 1
22122 4=2%1=2 3 = 2x-1-= 5 2:6x—3=2x2—§'—>12x—6:4x2—1

1

4x% —12x+5=0=x = , X =

N | Ui

2) Vﬁ _ 3x+2

3
V33 =3X+2:>3A = 3X+2 :>§:x+2:>3=x2+2x:>x2+2x—3=0:>x:1,x=—3 (no validas)
X

- Las ecuaciones logaritmicas son aquellas con alguna incognita en el logaritmo. En las ecuaciones
logaritmicas mas basicas podemos usar log_ (X) =log_ (Y) <> X=Y|y log M=k = a“=M

Ejemplos
51 w1 5|l So3 -3 1
1) log, 3 =2x-1=2 = 2—3: 2° =2 5:>2x—1=?:>10x—5=—3:>10x:2:>x:§

2) log(x - 3) + log(x + 1) = log 3 + log(x - 1)
log(x—3)(x+1):logB(x—l):>(x—3)(x+1)=3(x—1):x2 —-3Xx+x—-3=3x-3
x =0 (no valida)

2
_5x=0 _5)-0
X*=x=0=x(x=3)=0= ~—= g8

|ACTIVIDADES|

Actividades del libro. 62, 63 y 64 (pag. 71)

4.- REPASO: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales
Solo existen tres tipos de sistemas de ecuaciones lineales en cuanto al nimero de soluciones:

determinados (5.C.D.) (tienen solucion unica)

sistemas compatibles - , , o ,
indeterminados (S.C./) (tienen inf initas soluciones)

sistemas incompatibles (S.1.) (no tienen solucion)
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. . . . o, ax+by=c
St tenemos un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas < , y ,
ax+by=c
.a b .
St — #— = Es un S.CD. Las ecuaciones representan rectas secantes.
a
La solucién es el punto de corte
Se puede demostrarque < a3 b ¢ i o
Stl—= o =— =Es un S.Cl. Las ecuaciones representan rectas coincidentes.
a C
.a b ¢ .
St — :F #— =>Es un Sl Las ecuaciones representan rectas paralelas.
a C
Ejemplos.
—10x +5y = -5 -10 5 -5 o : ” - .
1) 6x —3v =3 Como ry = 3 = 3 — S.C L (tiene infinitas soluciones) ; Interpretacion geométrica :rectas coincidentes
X — y = _

2) {X +2y=2 Como % ;t% — S.C.D.(tiene solucién unica) ; Interpretacion geométrica :rectas secantes

+y=-1
Xy Resolucion grafica: Se dibujan las rectas y se observa que se cortan en el punto (—4,3). La solucién es x=—4,y =3

—6x+3y=5 -6 3 5 . L L e
3) 5 1 Como ) = = # 3 — Sl.(no tiene solucién) ; Interpretacion geométrica :rectas paralelas
X—y= -

Resolucidn de sistemas lineales con dos incognitas

Los métodos mas usados para resolver sistemas son el método de sustitucién, igualaciéon, reduccion y
el método grafico. Se basan principalmente en la utilizacién de las reglas de equivalencia.

Método de sustitucion. Consiste en despejar una incognita en una ecuacion y sustituirla en la otra u

otras ecuaciones. De esta forma se llega a otro sistema con una incognita menos. Si es necesario se

vuelve a repetir el proceso hasta llegar a una ecuacion con una incégnita.

Ejemplo: {)2( + y3: a 118 x = =1 —y. Sustituimos: 2(-1 —y) — 3y = 18. Resolviendo obtenemos y = —4.
X—3y =

Hallamosx: x=-1-y=-1-(4) ->x=3

Método de igualacion. Consiste en despejar la misma incognita en las todas las ecuaciones y luego
igualar las expresiones obtenidas. De esta forma se llega a otro sistema con una incégnita menos.
Se vuelve a repetir el proceso hasta llegar a una ecuacion con una incognita.

Método de reducciorn. Consiste en buscar otro sistema equivalente, o sea con las mismas soluciones,
en el que los coeficientes de la x (o de la y) sean niUmeros iguales u opuestos. Esto se consigue
multiplicando las ecuaciones por numeros adecuados. Luego se suman o restan las ecuaciones,

, S . 3x+4y=-6
segun convenga para llegar a tener una sola incoégnita. £/emplo: {
2x =Ty =25
{6x+8y:—12
3x+4y =-6).2 B
Resolucion: {EZ 7y 25)) 3= bx—21y =75 = 3x+4(-3)=—6=3x-12=—-6=[x=2]
X—7y =25).

29y =-"_8/=y=-3
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Método grdfico. Resolver un sistema de ecuaciones graficamente consiste en averiguar como son las
rectas, de qué tipo es el sistema y, en caso de que sea compatible determinado, dibujar las rectas y
hallar la solucién.

Ejemplo:
2X—y = . 2 -1 e
Soluciorr. Como — #—— las rectas son secantes. Es un SCD (solucion Unica)
X+y=06 1 1
Despejamos y en las ecuaciones: r:y = 2x S:y=6-Xx
x| 0 1 x| 0
rectar: rectas:
yl O 2 y| 6

-2 -1 0 1 2 3 4 5 &

Observamos que el punto de corte es (2, 4). Luego, la solucion del sistemaesx =2,y =4

Algunas veces para resolver un sistema de ecuaciones tenemos que realizar primero las operaciones
para simplificar.

X y-5
)iz "5 °3
.

2(y-x+3)=20

Ejemplos

2ot 36 sy 5y 410=36 (3x-2y=26
Solucion: {12 12 12 = 3 -2y —6<20 32V =26
X-2y+2x-6=20 X=mey=o= Xmer=

Restando las ecuaciones obtenemos 0 =0. Luego, el sistema tiene infinitas soluciones.Es un SC/

x _y-1_
2){3 2 =6

Sx+4(y-1)=-2

@J’T‘l:ejf) {2x—3(y—1)=36 {2x—3y+3=36 {2x—3y:33
= = = .
5x + 4y =2 5+ 4y =2 Sy + 4y = 2

Sx+ Ay -4 =2 X+ 4y X+ 4y X+ 4y

-3 :
Como T # vy es un SCD, las ecuaciones representan dos rectas secantes

(2x-3y =33)4  (8x-12y =132 .
= .Sumando las ecuaciones: 23x =138 > x =6

(5x+4y=2).3 15x+12y =6
56+4y=2—>4y=-28 »>y=-7.Launica soluciébnes x=6, y =-7
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Resolucién de problemas usando sistemas

Para resolver problemas usando sistemas de ecuaciones lee el enunciado, extrae los datos y las dos
incognitas. Después debes obtener las dos ecuaciones que los relaciona.
Resuelve el sistema e indica cual es la solucion del problema. Por Ultimo comprueba la solucién.

Ejemplos

1) Ismael y Lucia fueron a pescar. Al final del dia Lucia dijo: “Si ti me das uno de tus peces, entonces
yo tendré el doble que tu". Ismael le respondié: “Pero si tu me dieras uno de tus peces entonces yo
tendria el mismo nimero de peces que tu". ;Cuantos peces tenia cada uno al principio?

., x=n° de peces de Ismael y+1=2(x-1) 2x-y =3
Resolucién: = -

y =n° de peces de Lucia x+1l=y-1 X—y=-2
restando las ecuaciones: x=5.Como x-y=-2—>y=7.

Luego, Ismael tenia 5 peces y Lucia 7 peces

2) Un comerciante mezcla aceite de 1,10 €/litro con otro aceite de 0,80 €/litro para conseguir 6 litros
de aceite a un precio de 0,90 €/litro. ;Cuantos litros de aceite ha mezclado de cada tipo?

., x=n°de litros de aceite de 1,10 € /| X+y=6 X+y=6
Resolucidn: . ) = -
y =n° de litros de aceite de 0,80 € /1 1,10x+0,80y =0,90. 6 (1,10x+0,80y =5,4).10
X+y=6 por reduccién (x+y=6).8 N 8x +8y =43 restando las ecuaciones s 3% =6
11x + 8y =54 "|11x+8y =54 ~ |11x+8y =54 f

x=2.Como x+Yy =6 -y =4. Luego, tiene que mezclar 2 litros del primer tipo y 4 del segundo

3) Hace algun tiempo en una granja habia entre conejos y gallinas 110 animales, pero ahora solo
hay 65 pues se han perdido la mitad de conejos y la tercera parte de las gallinas. ;Cuantos conejos y
cuantas gallinas hay actualmente?

. X
o . ) n° de conejos actualmente :=
n° de conejos en el pasado: x 2

Resolucién:

2y

n° de gallinas en el pasado - y n° de gallinas en el pasado: —=
3

x+y =110
x 2 N X+y= 110 —3> 3X+ 3y =330 restando las ecuaciones y =60
(§+?y=65].6 3x+ 4y =390 3x + 4y =390
Como x+y =110 — x =50. Luego, actualmente hay : conejos — g = % =25 gallinas - Z?y = ? =40
|ACTIVIDADES)|

1.- Una persona compra un traje y un sombrero. Paga con 100 € y le sobran 19 €. Sabiendo que %

del coste del traje son 10 € mas que %del coste del sombrero, ;cuanto pago por cada prenda?

Actividades del libro. 32 (pag. 63), 72, 73, 75 (pag. 72) y 86 (pag. 73)
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