42 ESO ACADEMICAS — UNIDAD 2.- EXPRESIONES ALGEBRAICAS PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

1.- POLINOMIOS

Repaso: lenquaje algebraico

Una expresion algebraica esta formada por nimeros y letras relacionados por operaciones
aritméticas.

. 3x—-1 _ . .
Por ejemplo, 3x*—x+2 , 2a-3+b 2X N 5m? + n~! son expresiones algebraicas.
v+

A veces es necesario traducir expresiones al lenguaje algebraico. Por ejemplo, el doble de un nimero

3

menos su cubo se escribirla 2x — x>, siendo x el nUmero.

Operaciones combinadas con polinomios.

Para realizar operaciones combinadas con polinomios se sigue el siguiente orden:
1°) Potencias 2°) Multiplicaciones 3°) Reducir, sumando/restando, los términos semejantes
A la hora de hacer operaciones recuerda las identidades notables:

(A+B)> = A% + 2AB+B?||(A-B)> = A> —2AB +B?| |(A +B)(A-B) = A —B?

Eemplo 2x + 1)(3x2=1) + 2x=3)2 =3(x + D)(x=1) - (3x + 1)2 =
=63 —2x + 3% -1 +4x2—12x + 9-3(x2-1) - (92 + 6x + 1) =
=63 - 2x+3x2 -1 +4x2-12x + 9-3x2 + 3-9x2—6x — 1 = 6x3 — 5x2 — 20x + 10

|ACTIVIDADES|
1.- Efetua y simplifica: a) (2x — 3)? + 2x(x + 5)(x = 5) = (x + 1) = 3(2x = 5)(x2 = x + 1)

3 3

2 2
2.- Demuestra que (a+b) _(a—bj =ab

2 2

Actividades del libro. 1, 11 (pag. 35), 65y 66 (pag. 48)

2.- FACTORIZACION DE POLINOMIOS
Raices de un polinomio
Se dice que un valor x = a es una raiz de un polinomio p(x), st p(a) = 0, es decir, si al sustituir la x por
el valor nos da 0. Por ejemplo, x = -3 es una raiz del polinomio p(x) = 2x?> + 5x — 3 porque
p(-3) = 2(-3)> + 5(-3)-3=18-15-3=0

Las raices de un polinomio p(x) son las soluciones de la ecuacion p(x) = 0.
Por ejemplo, si p(x) = x> — 5x + 6, resolviendo la ecuacion p(x) = 0 obtenemos x = 2, x = 3.
Luego, las raices de p(x) sonx = 2, x = 3

St el polinomio p esta expresado como producto de otros polinomios, p = p, . p,. ... . p,,, entonces

para encontrar las raices igualamos a 0 cada uno de los factores del polinomio p y despejamos x.
Por ejemplo, las raices del polinomio p(x) = 2x(3x — 5)2(x + 1)(x2 + 9) se obtienen igualando a 0 cada
[2x=0 — x=0

B3x-5°2=0 - 3x-5=0 — x:%

, 5
factor: Las raicesde p(x) son: x=0,x==,x=-1
Xx+1=0 —»> x=-1 3

2

_x2 +9=0 — x° =-9(no tiene solucidn)
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Se puede demostrar que las raices enteras de un polinomio son divisores del término independiente.

Por ejemplo, para hallar una raiz entera del polinomio p(x) = x> — 3x? — 4x + 12 probamos hallando el
valor numérico con los divisores del término independiente 12, que son +1, +2, +3, +4, £6, +12 hasta
que el valor numéricodé 0 » p(l) =6 #0, p(-1) = 12 # 0, p(2) = 0. Luego, x = 2 es la Unica raiz
entera del polinomio.

Factorizacion de polinomios
Factorizar un polinomio es expresarlo como producto de otros polinomios del menor grado posible.
Hay polinomios que no se pueden factorizar, por ejemplo los de grado 1y los que no tienen raices
reales. Estos polinomios se llaman irreducibles.

Técnicas para factorizar polinomios
12) Sacar factor comun: Se usa cuando falta el término independiente.

Eemplos. x* + 2x3 = x3(x + 2) 3x3 —x2 = x2(3x - 1) 3x2 - 5x = x(3x - 5)

2?) Uso de las identidades notables: Se usa cuando el polinomio se pueda expresar como una
identidad notable.

Ejemplos.
X2 + 8x + 16 = X2 + 2.x4 + 4% = (x + 4)°.
X2 —14x +49 = x2-2x7 + 7% = (x - 7)2.
x2-36=x2-62=(x + 6)(X—6)

3) Uso del teorema del factor: Se usa cuando se pueda hallar una raiz entera del polinomio.
Consiste en hallar una raiz entera y aplicar el teorema del factor o también llamado teorema del resto
que dice que si x = a es una raiz de un polinomio p(x) entonces el resto de la divisidon p(x) : (x — a) es
0y por tanto como p(x) = (x—a).c(x) + r = \p(x) = (x —a).c(x)|, siendo c(x) el cociente de la division.
De esta forma el polinomio p(x) queda expresado como producto de dos polinomios.
Ejlemplo: si p(x) = x? - 3x + 2, hallando una raiz entera entre los divisores del término independiente
2, que son 1, -1, 2, -2, resulta que x = 1 es una raiz, pues p(1) =1°-31+2 =0
1 -3 2

1 -—2,¢cx)=x-2.

Dividiendo entre x — 1, por la regla de Ruffini, obtenemos 1

Luego, p(x) = (x—=1)(x—-2)

4) Usando todas las raices del polinomio: St un polinomio p(x) de grado n tiene n raices x;, X, ..., X,
). ....(x = x,), stendo “a” el coeficiente

entonces la factorizacion del polinomio es p(x) = a(x — X)X =%,

del término de grado n. Por ejemplo, si el coeficiente de x? de un polinomio de 2° grado es 7 y tiene
como raices 1y -3, entonces la factorizacién del polinomio es 7(x — 1)(x + 2)

Hay que tener en cuenta que cuando se hace una primera descomposicion los polinomios obtenidos
hay que seguir descomponiéndolos, si se pudiese
Ejemplos.
, 2 .
1) X4 . 8X3 n 16X2 sacando factor comun x >X2 (Xz —8x+16) usando las igualdades notables >X2(X _ 4)2

2) 3 + 4x? — 5y —sacando factor comdn x_ 2 | 4y _5) Usando el teorema del factor

14 -5
probamos y encontramos que x =1 es una raizy dividimos entre (x-1): 1| 1 5
1510

Obtenemos entonces que la factorizacidn es x(x —1)(x +5)
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3) x> +x% —100x —100. Usamos el teorema del factor : x = —1 es una raiz, dividimos entre (x+1):

1 1 -100 -100
~1| -1 0 100 .Obtenemos: (x +1)(x? —100)—usando las igualdades notables (, . 1)y +10)(x—10)
i1 0 -100 [0
4) x* +6x3 —9x? —14x—sacando factor cominx_ w3 | 542 9y _14). Usando el teorema del factor: x = —1 es
16 -9 -14
una raiz, dividimos entre (x+1): -1| -1 -5 14 . Obtenemos: x(x +1)(x> +5x —14). Aplicamos otra
15 -14 |0
15-14
vez el teorema del factor : x = 2 es unaraiz, dividimos entre (x—2): 2| 2 14.
17 10

Obtenemos como resultado final : x(x +1)(x—2)(x+7)

5) p(x) = 18x* + 3x3 — 6x°. Sacando factor comun 3x? queda 3x?(6x° + x — 2). Como el polinomio del
paréntesis no se puede factorizar mediante las identidades notables ni por el teorema del factor
(porque no tiene raices enteras), hallamos las raices resolviendo la ecuacién 6x° + x — 2 = 0, que tiene
como soluciones x = 1/2, x = -2/3.

Nos queda: p(x) = 3x? 6(x — 1/2)(x + 2/3) = 3x% 2(x = 1/2) 3(x + 2/3) = 3x’(2x — 1)(3x + 2)

MCM de dos 0 mas polinomios
Para hallar el mcm de dos o mas polinomios se factorizan y luego se toman los factores comunes y
no comunes elevados al mayor exponente. Por ejemplo, si los polinomios ya factorizados son

A= (x=2%x + 3)(x + 53 B = (x - 2)3(x + 3)% entonces MCM(A, B) = (x — 2)*(x + 3)%(x + 5)3.

|ACTIVIDADES|
1.- Halla todas las raices del polinomio x>(x — 1)(2x — 3)(x? + x +1)(x? — 16)

2.- Factoriza los siguientes polinomios de 2° grado hallando previamente las raices:
a)10x*-3x-4  b)15x°-11x +2 ¢)49x?>-42x + 9

3.- Factoriza: a) 2x* + 11x3 + 11x2 = 15x -9  b) 4x* + 10x? c) 2x3 - 10x® + 14x -6
4.- Hallar elmcm de P = x* + 5x3 + 3x2 = 9x, Q = x* = 9x? y R = 4x* — 2x3 — 18x% +26x — 10
Actividad del libro. 97 (pag. 50)

3.- FRACCIONES ALGEBRAICAS

Concepto de fraccion algebraica. Fracciones equivalentes

Una fraccion algebraica es una expresion del tipo % siendo p(x) y q(x) polinomios.

Las propiedades y reglas que se usan para las fracciones algebraicas son las mismas que para
fracciones numéricas estudiadas en el tema de los nimeros reales.

Dos fracciones algebraicas p(x) y mson equivalentes, y lo representamos por PO _ Msi se

ax) ~ s(x) ax)  s(x)
cumple que p(x) - s(x) = q(x) - r(x).
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Amplificaciéon y simplificacién de fracciones algebraicas
- Para amplificar una fraccién algebraica se multiplica el numerador y el denominador de la fraccion
por un polinomio.
- Para simplificar una fraccion algebraica, se factorizan numerador y denominador y después se
simplifican los factores que se repitan en numerador y denominador.

x4 +3x3 —ax R x(x—l)(x+2)2 [x+2
x4 +x3 —2x2 x2(x—1)(x+2) X

Ejemplo:

Reduccion de fracciones algebraicas a comun denominador
Se descomponen los denominadores en factores para hallar el minimo comun multiplo, que sera el
comun denominador.
Después dividimos el comun denominador entre los denominadores de las fracciones dadas y el
resultado lo multiplicamos por el numerador correspondiente.

Ejemplo: x2X—1 y X2+;x+2' x2-1 =(x+1)(x-1), x2+3x+2 =(x+1)(x+2)

x(x+2) (x—1) N x® +2x x —1
x+Dx-Dx+2) x+Dx-Dx+2) xX*+2x7—x-2 x* +2x*—x-2
Suma y resta de fracciones algebraicas
- St tienen el_.mismo denominador, se deja el mismo denominador y se suman o restan los
p+r p_r_p-r Fiemplo: 2 _x+3+1—5x_2—x—3+1—5x:—6x

r r
q q q q q x+1  x+1 x+1 x+1 x+1

mcm—(x+1)(x-1)(x+ 2)=>

numeradores: [°+
q

- Si tienen distinto denominador, se reducen a comun denominador y se aplica lo anterior.

Ejemplos.
1) X N 1-5x  1-2x _ x(x—2)(x+1)+(1—5x)(x—2)2 —(1-2x)(x+1) _ —4x3 +22x% —25x +3
x=2 x+1 (x-2) (x—2)*(x +1) x—2)*(x+1)
X3 2 -1 x-3 2 x—1  (x=3)(x=3)? —2x(x=3)x + D)+ (x-D)x>(x+1) |x*—x>—6x% +33x-27
2) 3,2 2 t3 = - _ + 2 2 2 = 2 2
X4xt o xM-3x xT-6x+9 xT(x+1) X(xX=3) (x-3) X“(x=3)"(x+1]) X“(x=3)"(x+1)

Producto, divisién y potencia de fracciones algebraicas
- Para multiplicar fracciones algebraicas, primero se simplifican y luego se multiplican, multiplicando

. . r .r
numerador por numerador y denominador por denominador. PI_PT

qas s

Femplo 3XtL X+l _ 3x+l x4l _ Bxper) 11
SR 33 3 a1 3kt 1) - 1)Bxt 1) 3erT) (x—1)3xFT)  3(x—1) 3x-3

- Para dividir fracciones algebraicas, primero se simplifican y luego se dividen, multiplicando en cruz.
P.r_ps
qs qr
x+1 x2-x-2 _ x+1 (x+D(x=2) _ AN (x+6)(x~6) x+6

Ejemplo: : : =
x=6  x*-36 x—=6 (x+6)(x—6) (x~6) (x+T)(x-2) x-2
- Para hallar la potencia de una fraccion algebraica se elevan al exponente el numerador y

Y 2 2 2
denominador: (Ej =P_| Por ejemplo, (X_lj _(x=1)"  xT-2x+1

X NG X2

|ACTIVIDADES|
Actividades del libro. 54, 55 y 56 (pag. 43)
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